
• 

EL PliOBLEMA DE MALFArrTI 

CONSIDERACIONS HISTÒRIQUES I DEMOSTRAOIONS GEOMÈTRICO-PRO.TECTIVES 

(Acllbammi) 

§ 13. - A més dels tres casos genera.liRats dc què hem parlat al 
començament d'aquest paragraf, donà Steiner un cas, que podríem anomc
nar deg1'adat, que conRisteix en suposar qUE' un dels costats del triangle és 
una de les tangents comuns a dos ct'rcles dc Malfatti. Com que hem vist 
que'ls lemes de Hart són iguals en el pla que cn l'esfera, explicarem 
aquest cas d'una manera general. Sia, doncs, ABC un triangle rectilini (o 
esfèric); sien (a) (b) i (e) tres cercleR dc Malfatti, tangents (a) a AB, AC, 
(b) i (e) en els punts Al' A 2 , 'Y i~; (b) a BA en Bl i a BC i (e) en el 
mateix punt H; i (e) a CA en 0z' Sia IX el punt de BO en què concorren 
les rectes (o cercles màxims), tangents interiorment en (3 i .'Y a les parellcR 
(a) (e) i (a) (b); i allarguem aqueixes rectes (o cercles màxims) fins que IX~ 
talli AC en N i a AB en P i rJ.'Y talli AB en M i AC en Q. N és el punt 
de conhcte de AC amb ~tn ee1'cle (b l) inse1'it en el triangle CIX Q; cal' consi
derant traçat aqueix cercle i essent U i Vels fieus punts de contacte amb 
O( C i IX Q tindrem 

CjlW <'s propietat del punt de contacte del cercle inscrit en el triangle CIX Q. 
Pel mateix procediment trobaríem que M éR punt de contacte d'lIn 

cercle (el) inRerit (preAcindim que sigui interiorment o exteriorment) en el 
triangle Bc<P. I tindríem també anomenant respectivament K i. L eh: pllnts 
de contacte de ({'J) amb C<P i IXE (o BC) 

o sia la tangent NK (o cercle màxim tangent) traçada del punt N del cer
cle (b¡) al cercle (el) <'S igual fi, la tangent MV (o cercle màxim tangent) traçada. 
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del punt M del seg6n cercle (c l ) al primer (b l ). Podem, doncs, aplicar els 
dos lemes de Hart (o els seus generalisats a l'esfera) dient que puix els tres 
~el'cles (a) (bl ) (el) tenen dnes tangents comuns exteriors a (a) (bl) i (a) (CI), 
(1.'( i ()(~, i una interior BC a (b l) i (CI) concurrents en un mateix punt 0(, 

l'altre tangent interior de (b l ) i (CI) passarà per A, punt de concurs de Iee 
altres dues tangents exteriors AB i AC a les parelles (a) (CI) i (a) (b l ). l la 
fórmula (18) ens permet aplicar el segónlema de Hart als cercle!> (bl ) i (CI)' 
la qual cosa ens diu que són vistes de A, punt d'intersecció de les tangents 
(o cercles màxims tangents) en M i N als cercles (cl ) i (b l ) segons el mateix 
angle; i com que pel primer lema de Hart hem vist que dues tangents es 
confonen en una, aquesta ha d'ésser la bÏf;ectriu (o cercle màxim bisector) 
de l'angle BAC. Dc la qual cosa es desprèn la següent construcció: 

«Donat el triangle rectilini (o estèric) ABC, es traça la bisectriu (o cet'cle 
màxim bisector) d'1tn dels angles A del mateix fins q11e talli el costat oposat. 
En els dos t/"iangles així Im'mats s'insen'y,en dos cercles (b I ) i (CI) que tinguin 
el costat BC 1; la b1'sectriu trar,ada com a tangents comuns interiorment. Dels 
punts de contacte de cadaún d'aqnests dos ce1'cles amb AB i AC hom traça 
tangents a l'alt1·e. El cet'cle (a) de ]tlal/atti és tangent als costats AB, AC 1; 

a aqueixes dues tangents; el ce1'cle (b) a BA i BC i a la traçada del punt de 
contacte de AB amb (CI) i el cercle (e) a CA i CB i a la traçada del 1Jurd 
·de contacte AC amb (b 1 ).» 

§ 14. - Afegim un tercer cas degenerat del problema de Malfatti, i és 
quan dos dels costats de ABC són les tangents en els punts de contacte de 
dues parolles de cercles de Malfatti. En aqueix cas no són necessaris els 
lemes de Hart i la solució éR molt més RenzilIa. Sia el triangle ABC i sien 
(a), (b), (e) els tres cercles de Malfatti, tangents (a) i (b) a AB en el punt M 
i (a) i (e) a AC en el punt N i (b) i (c) en el punt A'; i a més si en BI i 
Cl els punts de contacte de BC amb (b) i (c) respectivament. El punt A 
eHtarà en la recta (o cercle màxim) tangent comú interiorment en A' a 
(b) i (e), puix és el punt d'intersecció de les rectes (o cercles màxims) 
AB i AC tangents en M i N a les parelles (a) (b) i (a) (e). La, recta 
(o cercle màxim) AA' tallarà BC en nn punt T tal que 

TB-TC=TB-TA'-TC+TA'=TB-TBI-TC+TC1=BB¡-CC1= 

=BM-CN=BA-CA (19) 

cosa que'ns indica que T és el punt da contacte del cercle inscrit en el 
triangle ABC amb el costat BC. La senzilla construcció que's dedueix és la 
següent: Donat el triangle ABC s'inscril1 un ce?'cle i s'uneix el punt de con
tacte T d'aquest amb BC, per medi d'uma recta (o eercle màxim) amb el vè?'-
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tex A. Hom insc1'iu en els triangles ABT i AOT dos cercles (ú) i (c) tan(Jants 

en el matúx punt A' a AT, i aquests són dos dels cet'eles de Mal/atti. El 
tercer (a) és tangent a AB i AO respectivament en els mateixos punts M i N 
que (b) i (e). 

j 

§ 15.-Ja hem dit al principi d'aquest capítol que el segón i tercer 
cas generalisats del problema de Malfatti, es redueixen al primer per medi 
d'una transformació projectiva, que podda no ésser real. Les demoRtracioms 
dels lemes de Rart es fan cada vegada més artificioses, perdent aquella 
elegancia que tenen en el cas ordinari. Schroeter (1873), Godt (1878) i 
Petersen (1880), en diferents articles del J oU1'nal de 01'elle volgueren pres, 
cindir dels lemes de Rart per a demostrar la com,trucció de Steiner, fon
dant-se en això, que aquest no havía jutjat necessaris aqueixos lemes, puix 
essent tan artificiosos i essencials per a la demostració de Rart, no'n 
fa cap esment. Donaren, doncs, demostracions de la construcció més 
amotllades amb el gani matemàtic de Steiner, que revelà aqueix en els 
lemes que proposava dels feixos i rets de cercles en un pla. 

Donarem, doncs, Ulla demostració, que podem anomenar sintètico·projec
tiva. No farem cap compte de mesu~'es de longituts; si parlem de relació 
projectiva no entendrem l'anharmònica de Steiner i Ohasles, sinó la de 
Staudt, que prescindeix de la noció de nombrc (almenys al principi). 
Aquesta demostració és calcada de la de Godt per al cas de treH cercles 
en un pla, que no és altra cosa que l'aplicació dels lemei'> de Steiner i del 
procediment de Schroetcr per a demoHtrar la construcció general. AqueHt 
trànsit, que en la meva Memoria de doctorat el feia progressiu del CelS mé¡; 
senzill del triangle pla i esfèric i després dels tres cercles en el pla i en 
l'esfera a l'últim (per projectivitat), de tres còniques damunt d'una quà
drica, era poc elegant, i amb justa raó, no acabava de satisfer al gran 
matemàtic català i importador a Espanya dels nous i fecunds pl'ocediment~ 
de la Geometl'Ía projectiva, D. Eduard Torroja, Oatedràtic de Geometría 
Superior i Descriptiva ja fa molts anys on l'Universitat Oentral de Madrid 
i molt conegut, entre altres treballs, per les Reves obrcs de GeometrÍa de 
Posició i OUl'ves no-planes i Super:ficies desenrotllables. Aquest distingit i 
yenerat mestre, el nom del qual és pronunciat amb respecte pèl' tots els que 
hem tingut la sort d'ésser els seus deixebles (com deia fa tres anys en el 
seu discurs inaugural de curs a l'Universitat d'üviedo, el més aprofitat 
d'ells), m'instà a cercar lllla veritable demostració elegant i purament geo
mètrica de l'últim cas més general, valent-me dels principis de la Geome
trÍa. de posició. No vaig tenir la sort de trobar-la llavors, i ocupacions molt 
diverses m'han tingut distret en aqueixos deu anys i no m'han permès 
satisfer aques/; desig del benyolgut mestre. Al donar-la després de tant 
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de temps llo'm queda més que donar-li les gracies pel' l'indicació i oferir~li 
aqueix pobre treball com a testimoni d'agraiment envers un dels fills més 
asselwalats de nostra arnada Catalun\'a. 

• • 

IV.-DEMOSTRACIO SINTÈTICO-PROJECTIVA DE LA CONSTRUCCIO 

DE STEINER 

§ 16. - Sia donat el següent problema: Donades damunt d'una quàdrica 
o supe1'ficie de segón o?'dre, tres seccions planes (a), (b), (e) qualsevulga, 
trobxr darn~mt de la mateixa superficie tres altres seccions planes (Xl)' (x2), (X3), 

tangents (Xl) a (b), (c), (x2), (x3); (x2) a (a), (c), (Xl)' (Xa); i (xs) a (a), (b), 
(Xl)' (X2) respectivament. 

Per a provar la construcció de Stein3r hem de donar uns quants lemos 
que anomenarem de Steiner i altres que denominarem de Schr6eter, segons 
sigui de l'un o de l'altre el lema corresponent dels feixos de cercles. 

§ 17. LEMA l (Steiner). - Dues còniques damunt d'una quàd1'ica dete1'
minen un feix; l'eix d'aquest feix és l'intersecció dels plans de les d1te8 
seccions; la polar d'aqu~st eix conté els dos punts, vè?'texs dels dos cons de 
segón o?'dre que tallen la quidrica segons les dues seccions donades, 

La primera i segona part d'aqueix lema consten per les definicions que 
vam donar en nostre article anterior (*). Anem a provar la tercera: l:>ie11 
(a) i (b) les dues seccions i e la recta d'intersecció de llurs plans; prenem 
un punt M qualsevol de (a) i tracem la tangent m fins que talli e en el 
punt K. Per K tracem una de les dues tangents que's poden traçar a (b); 
sia n la tangent i N el seu punt de contacte amb (b). La recta MN talla 
e' polar de e respecte de la quàdrica, puix la polar de MN talla l'eix e 
en el punt K, ja que'ls plan polars (.l. i 'J de M i N són els tangents a la 
quàdrica en M i N, puix aqueixos punts pertanyen a la superficie; i si p, 
conté a 'In i y a n, la recta (.l.Y passa per K, intersecció de m i 11,. 

Sia O el punt d'intersecció de )11\ amb e' i d'ell com a centre projec
tem la cònica (a) damunt del pla de la cònica (b); la projecció serà una 
cònica que tindrà comuns amb la (b) l'involució de punts damunt de l'eix e 
(puix (a) i (b) són còniques d'una mateixa quàdrica i per tant han de tenir 
la mateixa involució damunt la recta e d'intersecció de llurs plans), el feix 
de polat's, el centre del qual serà el punt E' d'intersecció de e' amb el pla do 
(b) (puix el feix de plans d'eix e' en involució respecte de la quàdrica talla 
els plans de (a) i (b) segons feixos dc rectes projectius en iuvolució res
pecte de les seccions (a) i (b)) , i a més el punt M de (a) s'escau damunt del 
punt N de (b) perquè hem pres O com a centre de projecció. La cònica (a), 

( *) ARXIUS, any II, n. o 3. 
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doncs, amb toL el seu sistema polar es projecta damunt la cònica (b), 
ia (a) i (b) són homològiqueR. essent O el centre i e l'eix d'homologí 

l això ens prova quo el punt O no depèn delH puntR M i N, puix altre 
punts P i Q es projecten de O com a centre l'un sobre l'altre, igual qu' 
llurs tangents corresponcnts, Mes com de K hauríem pogut traçar altr 
tangent n l a més de la n, resulten dues homologíes, el. centres O i Ol d 
les quals són damunt de e' com devíem provar. 

§ 18, COROL'LARI. O i Ol c8tàn harmònica.ment separatH pel8 plan' 
de (a) i (b); car el pla 001 M talla (a) en altre punt Ml i (b) en NiN, 
N és el corresponent de M respecte dI' O i NI respecte de Ol; NI serà ~ 
corresponent de Ml respecte de O i N respecte de Ol' puix no hi pode 
haver altres punts corresponents, havent-se tots de trobar en aqueix pla, L 
figura 001 MMl NNl és, doncs, un quadrilàter complet i els vèrtexs O 
estàn harmònicament separats per leR diagonals MM, i NNl , que estàn e 
els plans de (a) i (b) respectivament; també es dedueix d'aquest quadrilàter 
que O i Ol són conjugats respecte la quàdrica, 

§ 19. LEMAII (Steiner). - Els plans polrtl'S dels punts O i OI de e , 
centres d'homología de les còniques (a) i (b) tallen la quàdrica s 'gons dup, 
seccions (p) i (PI) (que Steiner anomena de potencia, perquè en el cas del 
cercles en un pla són dos cercles de cen tre els d'homotecia i radis les arrel 
quadrades de les potencies d'inversió), del feix (a) (b) ha1'mònicament separa
des per aq'l.leixes seccions (a) i (b) i també prr les seccions el'aquest feix (a) (b 
que' s 1'eclueixen a dlteS 1'ectes situades en plans tangents. 

Són corol'laris del que hem acabat de dir: si O i Ol són conjugat; 
respecte de la quàdrica, el pla de (p) conté Ol i el pla de (PI), O i só 
també conjugats; estàn, doncs, harmònicament separats pels plans dobles d 
l'involució d'eix e, pel qual pas en per é Rer polar Fl de O i Ol' punts de e ; 
aqueixos plans dobles no són sinó els del feix e tangents o sia que tallen I 
quàdrica segons dues rectes. Pel' passar el pla de (p) per Ol i el de (PI) per 
i estar O i Ol harmònicament separats peIA plans de (a) i (b), també h 
e::;taràn ell' planR de (p) i (p¡), 

§ 20. LEMA III (Steiner).- Les seccions (e) i (d) els plans de les qua 
}XlSSen pf1' e i estàn ha1'mònicament separats pels de les seccions de potencia ( 
i (Pl), són també hOIlWlògiqlteS 1'especte de O i Ol' 

Car, projectant la secció (e) damunt el pla de (d), del punt O com 
centre de projecció, el punt d'intersecció K de <!ualse"ol projectant h am~) 
ol pla de (d) serà l'harmònic conjugat del punt H de (e) pel qual passa} 
l'e 'pecte de O i del pla de (p), puix els plans de (e) i (d) per hipòtesi só 
harmònics conjugats reRpecte dels de (p) i (PI) i O està en (PI) [Lema 2.ón 

mes com per altra part O i el pla de (p) són pol i pla polar respecte de I 
superficie, l'harmònic conjugat K d'un punt H d'ella, ha d'estar també damun ' 
de la quàdrica i per això damunt de (d) intersecció del seu pla amb la quà 
drica, (e) i (el) són, doncs, homològiques respecte de O i OI com a centre. 
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§ 21. LEMA IV (Steiner).-Les seccions els plans de les qU':lls passen per ° 
(v per 0l) formen una 1'et de còniques damunt de h superficie, que tallen i80-
gonc¿lment les còniques conjuJades elel feix e respecte de les seccions de 
potencia (p) i (Pl)' 

Tallar isogonalment vol dir que són projectius els feixos que formen 
en cadaún dels punts d'intersecció les generatrius rectes de la superficie i 
les tangents a les seccions secants, 

Per a provar el lema considerem una secció secant qualsevulga (s), el 
::leu pla passant per O. El pla de (s) tallarà el con que conté les seccions 
(a) i (b) en dues generatrius. Sia OM una d'elles i sien M i N els punts 
de (a) i (b) que li estàn damunt; sien, a més, m i ml les generatrius de 
la quàdrica que passen per M i n i nI les que passen per N; les tangents 
en M a (a) i (s) anomenem-les tM. i qM' i a les tangents en N a (b) i (s) 
anomenem-les ~ i qN' Els feixos de rectes (mml tMqlIl i (nI n tNqN)) diu el 
lema que són projectius, cal' les quatre primeres rectes estàn en el pla tan
gent a la quàdrica en M i les quatre segones en el pla tangent en N, i 
cadauna de les quatre primeres rectes talla la seva corresponent, puix, 
l.cr, m i n l són generatrius de distint sistemaiigualment?nlin;2.ón.tMi. tN 
estàn en el pla tangent al con que passa per (a) (b) al llarg de la genera
triu OMN, i 3."r, qllr i q:'[ estàll cn el pla de la secció (s). Els dos feixos 
(mm, t.u qi\f) 1\ (nI ntNqN) són perspectius al mateix feix de plans d'eix MN. 

§ 22. LEMA V (Steiner) (recíproc de l'anterior). - L "s seccions (s) iso
{joltals de d1¿es szccions (a) i (b) pertanyen a la fet O o a la fet Ol d~ls se~(s 

centres d'homología. . 
Car si per hipòtesi tenim que (s) talla (a) i (b) en dos punts M i N 

(no sabem si MN passen per O) tals que (mml~rqM)A(nlntNqN)' les pare
lles 1Il mu ml n i qM q:'[ estàn en tres plans que passen per M N, i els dos fei
xos dits seràn perspectius al mateix feix de plans d'eix MN. tM i tN seràn, 
dOllCS, dues tangents que es tallen en Ull punt K de la recta e, eix del 
feix (a) (b). M N serà, doncs, gcneratriu <.l'un dels cons O i 01' El pla de (s) 
passarà per O o pel' 0l' que vol dir que (s) pertany a una de les rets de 
còniques els plans de les quals passen per O o 0l' . 

§ 23. COROL·LAR1S. - LeR secciol1R de la l'et O tangents a (a), h~ seràn 
també a (b); puix si tM i qM. es confonen, també es confondràn les corres
ponents projectives tN i qN' (b) i (s) tenen llavors la mateixa tangent en 
cI punt N; seràn, doncs, tangents. 

l recíprocament les seccions tangents comuns a (a) i (b) pertanyen a 
una de les rets O o Op' puix si t;,r i q~I es confonen igual que ~ i qN, 
els feixos (m1nl tM qM) i (nlntNqN) són necessariament projectius. 

§ 24. - Els punts de contacte d'una secció tangent comú a dues sec
cions (a) i (b) són punts corresponents en una de les homologíes i llur recta 
d'unió passa per O o per 0l' Corol'lari que es desprèn evidentment de 
l'anterior, i igual diríem del recíproc: per a traçar una secció tangent 

106 



EÑIUC DE RAFAEl. VERHULST, S, .J.: El problema de Malfalli 

comú a dues seccions donades (a) i (b), hem de pendro com a punts d~ 
contacte, dos punts homòlegs l'especte d'alguna de les homologíes O o 01' 

Els punts d'intersecció d'una secció isogonal a dues seccions donadel:ò 
estàll també damunt d'una de les generatrius dels cons O o Ol que conte
nen (a) i (b) a l'hora. 

Els plans de totes les seccions isogonals o tangents comuns a dues 
seccions donades (a) i (b) són conjugats dels plans d'una o altra de les sec
cions de potencia (p) o (PI) de les seccions (a,) (b). 

§ 25. LEMA VI (Steiner). - Dues seccions secants tenen la mateixa raó 
anha1'mònica en els dos punts d'inte,'secció, o sia, els feixos de quatre ,'ectes, 
formats per les gene1'atri~ls i les tangents a les seccions en els punt,~ d'inte1'-. " .. 
secc~o, son 'P"oJect~us. 

Ci1l' si (a) i (b) són les dues seccions, P iQ els seus punts d'intersecció, 
P i Pl les generatrius que passen per p, i q i ql les que pas::;en pel' Q, 
Pa i Pb les tangents a les seccions (a) i (b) en el punt P, i qa i qb les tan
gents en el punt Q a les mateixes (a) i (b), els feixos de rectes (p Pl Pa Po) 
i (ql q qa %) són projectius, puix són el primer, quatre rectes passant per P i 
situades en ol pla tangent en P a la quàdrica, i el segón, també quatre 
rectes passant per Q i situadef! en el pla tangent en Q a la mateixa super
ficie; i a més, 'l'talla qv per ésser generatrius de diferent sistema, i PI 
q per la mateixa raò, i Pa i qa estàn en el pla de (a) i PI> i qlJ en el pla 
de (b), i així també es tallen. Els dos feixos (PP1PaPb) i (qlq%qb) ::;ón, 
doncs, perspectius al mateix feix de quatre plans, l'eix P Q format pel~ 
plans tangent::; pql i qpu el de (a) i el de (b). Són, doncs, projectius, o 
sia, (ppL Pa Pb) l\ (qL qqaqb)' 

§ 26. COROL·LARIS.- Dues sc cc ions conjugadcs es tallen ortogonalment, 
o sia, els feixos formats per les generatrius i les tangents en els punts 
d'intersecció són harmònicR. Car sÏ el pla de (a) passa per el pol B del pla 
de (b) i a l'inrevés, els plans de (a,) i (b) estàn harmònicament separats pell:! 
plans tangent,::; P qt i q PI que's poden traçar per llur intersecció P Q. EL 
feixos, doncs, (PPIPaPb) i (qlqqaqb) són harmònics. 

Les seccions isogonals a dues seccions donades són ortogonals a una 
de les seccions de potencia de les dues donades, car llurs plans han de 
paf!sar pel polO o 01 d'una d'elles. 

Les seccions d'un feix d'eix e són ortogonah, a les seccions d'un feix 
d'eix e' polar de e i recíprocament, car el pla de qualsevulga secció del 
primer feix passa pel pol del pla de qualsevulga secció del segón feix en 
virtut del teorema de G, de P., que diu que'l pol d'un pla està damunt de 
la polar de qualsevulga de ses rectes. 

§ 27. LEMA VII (Steiner). - T,'es seccions (a) (b) (c) que no pertanyen 
a un mateix feix, tenen sis centres d'homología q1¿e fo/'men un quad1'ilàte1' 
complet, tres a tres en linia recta en quatre rectes. 

Car sia O un centre d'homología del parell (a) (b) i O' un del pa-

107 



-

• 

ARXIUS DE L'INSTITUT DE CIENCIES 

roll (a) (e). Una secció qualsevulga (s) quc passi per O i O', I:lcl'à ü;ogonal 
al primer i al segón parell 1 o sia a les tres soccions (a) (b) (e); pel' tant 
també el parell (b) (e) i passarà per un del¡,¡ centrel:! O" d'homología de (b) (e). 
Perquè es vegi més clara la relació, suposem que (s) talla (a) en el punts 
M i N, (b) en els punts P i Q, i (e) en els punts U i V. Sien m ml' 
11 nI' 'P 'PI q Ql, 1¿ U I i V VI els sis parells de generatrius de la quàdrica que 
passen pels sis punts de la mateixa M, N, P , Q, U i V; i sien ~ i ~ les 
tangents a (a) en M i N, tp i tQ leR Gangents a (b) en P i Q, tu i tv 
les tangents a (e) en U i V i a les tangents a (s) anomenarem S)!, SN, 

Sp, 8Q , Su i sv. En virtut del lema IV tindrem les següents relacions pro
jectives: 

o . . . (m ml tM SM) 7\ (PI P tp Sp) 

O' . .. (m ml tM SM) 1\ (UI 1¿ tu 8U) 

i en virtut del lema VI 

(n nI tN SN) 1\ (ql q tQ 8Q) 

(n nI tN 8N) 1\ (VI V tv 8v) 

(20) 

i oombinant les dues equacions de l'esquerra (20) amb l'última (21) resulta 
(i igualment amb les de la dreta) 

• 
(PI P tp sp) 1\ (UI U tu 8u) 7\ (V VI tv Sv) 

(ql q tQ SQ) 1\ (VI V tv sv) 1\ U Ut tu su) 

(23) 

Les dues equacions (23) en virtut del lema V, ens proven que (s) és 
isogonal de (b) i (e), éssent P i V, Q i U les parelles de punts en linia 
reeta amb un centre O" d'homologí~ de (b) i (e). 

Fàcilment s'infereix del que hem dit, que'ls sis centres d'homología formen 
un quadrilàter complet, que té per diagonals les polars de les tres rectes 
d'intersecció dels plans de (a), (b) i (e). Les seccions isogonals a les trcR (a), 
(b), (e) formen, doncs, quatre feixos de còniques damunt de la quàdrica, i 
llurs eixos són els quatre costat del quadrilàter; el pla d'aquest talla la 
quàdrica segons una secció (l'única) ortogonal a totes treR (a) (b) (e). Si 11na 
secció d'aquests quatre feixos és tangent a (a), ho serà també a (b) i (e) i 
a l'inrevé. ; així podem resoldre el problema de traçar una secció plana 
tangellt a treR donade (a), (b) , (e), puix cal només trobar els quatre eixos 
d'homología i traç-ar per cada un d'ells les dues seccions tangents a una 
de les donades (a), per la qual cosa és suficient traçar le dues tangents del 
punt d'inten;ecció de l'eix d'homología amb el pla de (a) a questa secció (a), 
i fer passar per l'eix a cada tangent un pla; així obtindlÍem dues solucions 
per oada eix i en total vuit solucions. Tot això és enterament aplicable 
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als complexcs do còniques en un pla que passon pcr dos punts fixes, si 
projectem les còniques de la quàdrica d'un punt dc la. matcixa com a 
ccntre, com cxplicàrcm en nOl:ltrc anterior article ja citat. Si cls punts 
foren dos ombí1ics o punts cíclics d'una superficie no-reglada (el'lipsoide, 
hipcrboloidc de ducs fulles, paraboloide cl'1íptic) i el pla de projecció paral'lel 
al tangent en l'ombílic a la quàdrica, llavors les scccions projectades passa
ríen totes pcls punts cíclics i sotÍcn cercles. Els lemcs transformats d'aqueixa 
manera són els que Stcincr donà propiament, encara que no li serien 
desconeguts els generals, puix expressament enuncià l'aplicaci6 d'aquests 
lemes al cas del problema generalisat de Malfatti a trcs còniqucs damunt 
d'una quàdrica. Sobre si Steiner coneixía aqueixos lemes generalisats no 
cal disputar; com arribava a la seva construcció pel seu medi, això ja 
és més fosc. El seu deixeble Schroter rebutjà els lemes de Hart i posà 
altres més conformes a l'istil del seu mestre. Aqueixos lemes, generalisats 
al cas que estudiem són els que necessitem pcr a la nostra demostració. 

§ 28. LEMA VIII (Schroter). - Totes les seccions d'una ret de còniqucs 
els plans de la qual passen per un punt O s6n tallades ortogonalment per la 
~ecció (o) continguda en el pla ro polar de O; si tenim, a més, que diverses 
seccions de la mateixa ret són tallades isogonalment pe?' altra secció (g) 
(Recció de Schroter), hi haurà tot 1m teix de seccions isogonals a aque1'xes 
seccions (i d'elles dues tangents). 

Car la secció (o) i la secció (g) essent isogonals, l'intersecció e de llurs 
plans contindrà un dels centres d'homología de cada parell de còniqllcR 
donades; les seccions doncs, els plans de les quals passin per e . oràn totes 
isogonals a aquelles, i una d'aqueix feix e que siga tangent a qualsovulga 
de les donades ho serà a totes les altres, i per tant n'hi haurà dues de 
tangents comuns a totes. 

§ 29. COROL·LARI. - Si les seccions donades passen per un punt O de la 
mateixa superficie (en aqueix cas O serà el centre de la ret), i tenon una 
Recció isogonal (g), tindràn una sola nova secció tangent comú (t). El 
recíproc és també veritable, i si es prova que una secció tangent és l'orto
gonal (o), aquesta s'ha de reduir a un punt O i totes les còniqueR passen 
per aquest punt O de la superficie. 

§ 30. LEMA IX. -Si tenim tre~ seccions (a) (b) (c), que passen totes per 
nn mateix punt O de la supe?'fieie i a més es tallen en tres punts distints 
(a) (b) en C, (a) (e) en B i (b) (e) en A i tern passar una secció pet· O i pels 
seus harmònics conj'l.lgats A' i B' respecte les parelles B, C i A, C, la secció 
OA'B' és tangent en O a (c). 

Car la forma OAB'C damunt (b) essent harmònica, i igualment la OBA'C 
damunt (a) els feixos projectants de les mateixes d'un punt de les còni· 
ques bàsiques (a) i (b) com a centre, seràn harmònics i per tant projectius. 
Així O (OAB'C) !\ O (OBA'C) són projeetiuR i tenen un raig OC comú; 
seràn, doncs, perspectius i els treR plans que paRRen pels altres tres parells 
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de raigs homòlegs són concurrents en una recta que passi per O. Els 
raigs OO=t i OO = t' són les tangents en ° a les coniques OAB i OA'B' 
(puix això és unir un punt a si mateix damunt una cònica, o sia, traçar la 
tangent en dit punt, segons els principis de la G. de P.) i el pla tt' serà 
el tangent O a la superficie, puix conté dues tangents t i t' a la mateixa 
(si t i t' suposéssim, com així és en realitat, que es confonen, ja tindríem 
provat el lema); els raigs OA i OB estàn en el pla OAB de la cònica (c) i 
els raigs OA' i OB' en el pla OA'B' de la cònica (e') i són distints del t t'; 
concorren, doncs, amb aquest segons una recta OT (en què es confon
dràn t i t'), tangent a la superficie, puix està en el plan tangent tt', i per 
tant a totes les seccions planes que per ella passen, tals com (e) i (c'); si 
doncs, (c) i (e') tenen la mateixa tangent en 0, són seccions tangents. 

Aplicant aquest lema, fàcilment veuríem ésser veritable el contrari i 
per tant el recíproc. Aquest teorema no és sinó la generalisació del teo
rema de geometrÍa plana que diu que'ls punts mitjans dels costats d'un 
triangle formen un triangle de costats paral'lels al donat. 

§ 31. LEMA X. -Si dues seccions (a) i (b) són tangents en un puf/t 0, 
qttalsevulga secció (s) que passi pel punt ° les talla en altres dos punts AB, 
en els quals els dos p(J,rells de generatrius a, al i b, bl del mat€ix sistema, les 
t:mgents tA i tE a les seccions donades i les tangents qA i qB a la secció 
secant en A i B formen dos feixos de quatre rectes projectius. 

Car tots dos feixos són projectius al que formen en O les generatrius 
(invertint l'ordre dels sistemes, en virtut del lema VI) la tangent comú a 
les dues seccions donades i la tangent a la secció secant, que serà isogonal 
a les donades. Tindrem, doncs (aaltAqA) 1\ (OIOtOqO) 1\ (bbltBqB)' 

§ 32. - l el recíproc diu així: Si dues seccions (a) i (b) són tals que 
tallades en dos punts A i B p:¿ j' una tercera secci6 (s), que concorre a més 
amb elles en un alt1'e punt 0, formen en dits punts A i B dos feixos projec
tius les generatritlS del mateix sistema i les taf/gents a les seccions donades i 
a la secant les seccions donades (a) i (b) són tangents en el punt O. 

Car per hipòtesi tenim 

(24) 
i pel lema VI 

(a al tA qA) 7\ (OlOt' o qo) (25) 

i de les (2'4) i 25 es dedueix 

(010 t'o qo) 1\ (010 tl/o qo) (26) 

La (26) ens prova que les tangents en O, t'o a (a) i tl/o a (b) es con
fonen en una sola recta to' (a) i (b), tenint en ° la mateixa tangent to 
seràn tangents en dit punt O. 

no 
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§ 33. LEMA XI (el gran lema de Schr6tor).-Si dxmttnt (l'ttna quàdrica 
tenim trcs seccions plancs (Xl) (X2) (x3) de J.llalfatti t?,ngcnts 1Ilt¿tt¿ament (Xl) (X:l) 
en M3, (Xl) (X3) en M~ i (X:l) (x3) en Ml i pels punts M:l i Ma fem passar una 
secció plana qualsevulga (gl) que tallarà (x2 ) en Ma i en un altre nou 
punt O2, i (xa) en M.! i altre nou punt B3 ; i pels punts Ml i M3 tem passar 
altra secció plana qualsevulga (!l~) que t2llarà (Xl) en M3 i en un nOlt 
punt Ol i (x3 ) en Ml i en alt1'e nou punt A3 ; les seccions (!lI) i (g~) es 
tallaràn en M3 i en altre nou pttnt O, situat en la secció de pot3ncia (Pa) de 
dues seccions planes (a) tangent en O2 a (xz) i en B3 a (xs) i (b) tangent 
en Ol a (Xl) i en A3 a (x3 ) respectivament; i la secció plana (q3) que passant 
per O és tangent en M3 a (Xl) i (xz) ho és en O a (P3)' 

Aquest lema que fàcilment provava Schroter en el pla i quo per 
unes poques transformacions l'estenÍa a la forma en què l'hom dat, el 
volem provar sens cap auxili de la GeometrÍa mètrica, de la qual és indc~ 
pendent pel séu enunciat. 

Anomenem Xl> X2 X 3 els tres pols dels plans de (Xl), (Xz) i (x3), i unim 
aqueixos tres punts amb un punt O qualsevol de la superficie, que no pertany 
ni a cap de les seccions (Xl), (Xz) o (Xa), ni al pla Xl X 2 Xa. Sien KI, Kz 
i K3 els tres punts d'intersecció de OXv OXz i OXa amb 18, superficie. 
Oom que la recta Xl X2 conté el punt M3, puix és la polar de la tangent 
comú en Ma a (Xl) i (xz), el pla OXI Xz passarà pels quatre punts OM3 KI Kz 
de la superficie, que estaràn, doncs, en una secció plana (Ya); i aiximateix 
trobaríem dues altres seccions planes (YI) passant per OMI K2 Ka i (Y2) pa::;~ 

sant per OMz KI K3' Tracem les dues seccions (gl) i (g2) que hem precisat 
en cI enunciat, que passen (gl) per OMz Ma i (g2) per OMI M3 (si volguéssim 
començar per la construcció d'aqueixes dues seccions (gl) i (g2) com en l'enun~ 
ciat no hi ha cap inconvenient mentre (gl) i (g2) siguin distintes de (Xl), (X2), 
(Xa) i de la secció MIM2Ma que passa pels tres punts de contacte), i afegim 
una tercera (ga) que passi per OMI M2 i que tallarà (Xl) en M2 i en un nou 
punt BI i (x2 ) en Ml i en altre nou punt A2 • Les seccions OM¡¡ KI K3 = (Yz) 
i OA2 K 2 són tangents en O, car el feix format en M2 per les dues gcne~ 
ratrius m2 m'z (reals o imaginaries) i les dues tangents eh M2 a les sec~ 

cions (xa) i (ga) en virtut del lema VI és projectiu amb el feix que en 
l'altre punt comú Ml de les dues mateixes seccions (x3) i (g3) formen les 
dues generatrius m'l, m (invertit el sistema) i les dues altres tangents a 
les dues mateixes seccions (xa) i (g3)' Però essent les seccions (xa) i (Y2) 
conjugades (car en el pla de (Yz) conté el pol X3 del pla de (xa», la tan~ 
gent en M2 a (Y2) estarà harmònicament separada de la tangent a (x3 ) en dit 
punt per les generatrius mz m'2 (Lema VI-Oorol'lari) i essent (xa) i (YI) 
també conjugades, la tangent a la mateixa (x3 ) en Ml estarà harmònicament 
separada de la tangent a (YI) per les generatrius m'I ml (en la relació harmò~ 
ni ca es put permutar l'ordre dels elements conjugats); la tangent a (YI) 
serà, doncs, el raig homòleg a la tangent a (Y2) i tindrem, doncs, 
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(designant per H (h) la tangent en el punt H a la secció (h)); i a més 

La comparació de les fórmules (27) i (28) ens fa veure que el raig M:¡ (Y2) 

és l'homòleg del Ml (Yl) en la projectivitat (27), puix té amb la (28) trcs 
parelles d'elements corresponents comuns, Podrem, doncs, escriure junta
ment aqueixes duos fórmules en la forma 

Apliquem el mateix lema VI a Ics seccions (xJ i (fia) secants en Ml 
i Az i tindrem 

i aplicant el corol'lari del lema VI a les seccions (x2 ) i OA2 Kz (conjugades 
per estar el pol Xz del pla de (x2 ) en la recta OK del pla de la segona 
secció), obtindrem per als punts Az i Ml 

Podrem, doncs, de la mateixa manera que hem fet amb les fórmules 
(27) i (28), fondre les (30) i (31) en la sola fórmula 

Però essent (x2 ) i (xa) tangents en Ml' resulta Ml (x2)=Ml (Xa) , i per 
- -

ésser (Xl) i (xa) tangents en Mz, resulta Mz, (Xl) = M2 (x3 ); les fórmules (29) 
i (32) llavors ens donen 

En virtut del recíproo del lema X, les secoions (Yz) i (OAz K 2) concur
rents en O amb la (g3) i tallades a més a més per aquesta en els punts Mz 
i Az respectivament, seràn tangents en O, puix la fórmula (33) ens mostra 
que en dits punts (gs) les talla isogonalment, 

Per idèntic procediment obtindríem en els punts Mz i C2 la fórmula 
següent: 
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i aplicant cI mateix lema X a les ~cccion (Yz) i ( C2 K 2) concurrcntf:i amb 
la (!lI) en O, i tallades a més isogonalment, segl ns la fórmula (34), per 
aquesta en els punts Mz i Az respectivament, scràn 1 amb6 tangents en O. i, 
doncs, (Yz), (OAzKz) i (OC2 K:J són tangent es en O, les dues últimes seccions, 
tangents en O i amb un altre punt K 2 comú, se àn una sola (OA~C~K~), 
conjugada a la (xz), i el punt K serà l'harmònic conjugat del O respecto 
els Az i C2 , car considerant aquests com a punt dobles d'una involució 
damunt d'aqueixa cònica, el punt Xz d'inter eeció de les dues tangonts en 
olIs a la base serà el centre involutiu i la recta K~ K 2 O tallarà la cònica en 
dos punts O i K 2 conjugats en l'involució [per éS$er Xz pol del pla do (x2) 

les rectes Xz Az i Xz C2 seràn tangents a la su erfieie i per tant a la 
cònica en el pla de la qual són situats (O A2 C2 K 2'1]. 

l do la mateixa manera trobaríem que (Yl) és tangent en O a una 
cònica (OBI C1 Kl) i que K 1 és l'harmònic conjug t de O respecto Bl i el; 
i també que (Y3) és tangent O a una cònica (OA •. B3 K3) i que Ka és l'hfl.r
mònic conjugat de O respecte de A3 i C3• 

Tenim, doncs, que (Y1), (Y2) i (Y3) són tres seccions concurrents en O i 
en altres tres punts diferents K1 K 2 i K 3 , i quo por O fem pas ar trCf! 
altres seccions (OBI CI Kl), (OAZ C2 K 2) i (OA3B3K3) tangents a (y¡), (yJ 
i (Ya) respectivament i passant pels punts d'inte ecció Kl, K 2 i K3 do lCf:i 
altres dues. ~s, doncs, aplicable el recíproc delI · ma IX i així obtindrem, 
anomenant Al' B2 i C3 les' interseccions dels parel (OA2 Cz Kz) (OAaBaKa), 
(O Bl CI Kl) (O A3 B3 K3) i (O Bl CI K l) (O Az C2 K¿), 'Clue Kl és l'harmònic con
jugat de O respecte Bz i C3 , K 2 l'harmònic conjugat del mateix O res
pecte Al i C3 i K3 l'harmònic conjugat de O respecte Al i B2 • 

§ 34. - Però M2 i M3 són els punts de contacte d'una secció plana (x¡} 
amb altres dues (x2) i (x3 ); en virtut del lema V, Clorol'lari 3, la recta 12 Ma 
passa pel vèrtex de l'únic con que conté les dues còniques (xz) i (xa) 
(l'altre con ha degenerat en els dos plans de (x2 ) i (xa) essent Ml el vèrtex 
hipotètic) i (g¡} que passa per aqueixos dos punts J 2 i M3 serà isogonal a les 
ducs seccions (x2) i (x3) (Lemes IV i V) i els a tres dos punts d'intersec
ció C2 i B3 seràn corresponents en l'homología de (x2) i (x3) (Lemes V i VI, 
corol. 2); podrem, doncs, traçar una secció (a) tangent a (x2) en C2 i a (xa) 
en B3 i de la mateixa manera altra (b) tangent fi. (x¡) en CI i a (x3) en As 
i altra (e) tangent a (Xl) en Bl i a (x2) en A2. E pol A del pla de la sec
ció (a) ha de trobar-se damunt de les rectes Xa B3 i X2 C2; car éssent (a) 
tangent en B3 a (x3 ), tindràn en B3 la mateixa t ngent, que serà l'intersec
ció de llurs plans i per tant els seus pols A i X 3 estaràn damunt de la 
tangent conjugada o polar respecte de la quàdric ; i igual cosa direm de (a) 
i (x2 ) tangents en C2 • Si, doncs, A està damun de X 3 B3 i X2 C2 estarà 
damunt de la recta d'intersecció dels plans 0.K3 B3 i O X2 C2 que, puix 
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o Xa = OKa i O X:¡ = OK2, seràn els plans de les seccions (O A3 Ba Ka) 
i (O A2 C2 K2), la recta d'intersecció de les quals hem dit ésser O Al' També 
veuríem que OBI passa per B, pol del pla de (b), i OCI passa per C, 
pol del pla de (e). 

Com que (xa) és tangent comú a (a) i (b) en els punts Ba i A3 respecti
vament, en virtut del Lema V i de sos corol'laris, el vèrtex d'un dols cons 
que passa per (a) i (b) està en la recta Aa Ba i en virtut del lema l en la 
recta AB; anomenem, doncs, P3 el punt d'intersecció d'aqueixes dues rectes 
AB i AaBa, vèrtex do dit con. En el pla de la cònica (OAIAaB2B3K3) o 
sia on ol pla O A B X3 busquem la polar de P 3; passarà pels pols de los 
dues roctos que'l determinen, o sia de AB i A3 Ba. El pol de A3 Ba 
és Xa, punt d'intersecció de los dues tangents en dits punts Aa i Ba a la 
cònica (cosa conforme amb el lema II). El pol de AB el trobarem com a 
punt d'intersecció de les polars de A i do B. Anomenant ~ i m els harmò
nics conjugats de Aa respecte de O i Bz i de Ba respecto de O i Al damunt 
de la cònica (OAI B2Ka), tindrom que ~ i m seràn els punts de contacte 
de les segones tangents quo ultra ABa i BA3 hom pot traçar de A i B a la 
cònica, puix A i B soràn els centros involutius de dues involucions els punts 
dobles de les quals sien A3 i ~r, i Ba i m i O tingui per conjugats Al i B2 
respectivament. Tindrem, doncs, per éssor formes harmòniques 

Mes ja hem trobat abans que Ka estava harmònicament separat de O 
respecte dels parells AaR3 i AlBz. O i Ka sel'àn punts dobles d'una involu
ció (O O K3 Ka As Ba Al Bz); tindrem, doncs, 

(36) 

Compara,nt la (35) amb la (36), es veu que m i ~( són punts homòlegs 
de l'involució considerada, puix tenen tres parells d'elements corresponents 
idèntics les duos projectivitats que representen i la segona hem vist i dit 
que era involutiva. 

En virtut d'aquesta involució podem escriure 

(37) 

i com que en tota projectivitat de quatre membres es poden invertir dos 
elements, si invertim els altres dos, 

(38) 

Com que'ls elements O i Ka en la projectivitat representada per la 
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fórmula (38) es corresponen doblcment, serà una involució i les tres rectes 
OKa, Aam i B~~l concorron en un punt, el centro involutiu R. Però Asm 
és la polar de B perquè uneix els punts de contacte de les ducs tangents 
que es poden traçar de A i pcr la mateixa raó Ba ~( és la polar de A. 
R serà, doncs, el pol de A B i estarà en linia recta amb O i Ka per l'última 
involució. La polar, doncs, que busquem de P 3' intersecció de Aa Bs i AB, 
serà la recta X s R que uneix els dos pols X s i R de dites rectes. Però Xa 
i R estàn en linia recta amb O i Ka; la recta OKa serà, doncs, la polar 
de Pa i les dues tangents en O i K3 a la cònica (O Al B2 Ka) passaràn 
per Pa que serà centre involutiu de l'involució primera (00 K3 K a AsBs 
A1B2 mm) i punt d'intersecció de les sis rectes: AB, As Ba, A1B2' ~lm i les 
tangents en O i K3 a la cònica (OAl B2 K3). 

La secció de potencia (P3) de (a) i (b) sor à la continguda en el pla 
polar de P3, vèrtex del con que passa per (a) i (b). Aquest pla polar con~ 
tindrà la recta OK3, polar de dit punt Ps respecte d'una cònica (AOl B2 Ks) 
de la quàdrica, el pla de la qual passa per Pa; els punts O i K3 seràn, 
doncs, de dita secció (Pa) de potencia de (a) i (b). Queda, doncs, demos~ 
trada la primera part del gran lema de Schroter, o sia que la secció de poten~ 
cia (Pa) de (a) i (b) passa pel punt O d'intersecció de (gl) i (g2)' 

§ 35. - Per a provar la segona part tracem la secció (qs) que passa 
per O i és tangent en Ma a (Xl) i (x2). Ja hem vist que'l feix [ms, m'a, 
- - - --
M3 (Xl), M3 (Ya)] és harmònic (28); i com que per definició Ma (Xl) = Ma (q3) tin~ 
drem que també serà harmònic per identitat amb l'anterior el feix de quatro 

- - -
rectes [ms, m'3' Ma (qa) , M3 (Ya)], i en virtut del lema V, el feix [o', o, O (qa), 

O (Ya)] serà harmònic, puix O és el segón punt d'intersecció de (qs) i (Ya). 
Per altra part com que la secció (OAl B2 K 3) té el seu pla passant pel 
pol Pa del pla de (P3), aqueixes dues seccions (Ps) i (O Al B2 K 3) estàn cn plans 
conjugats i en virtut del lema VI, corol'lari l,er es tallaràn ortogonalment, 

- -
o sia, el feix de quatre rectes [o', 0, O (Ps), O (OAl B2 K 3)] serà harmònic; mes 
ja hem vist que les seccions (Ys) i (OA1B2K 3) eren tangents en O (§ 33), - - - -
o sia O (Y3) = O (OA1B2 K 3) i tindrem que'l feix [o', 0, O (Pa), O OA1B2Ks)] 

és idèntic al feix [o', o, O (Pa), O (Ys)] i aquest serà, doncs, harmònic. Podrem, 
doncs, establir la següent relació prJjectiva de dos feix0s harmònics que hem 
trobat 

que puix tenen tres raigs comuns, ens dóna O (qs) = O (Pa), relació que 
expressa que (Pa) i (qa) tenen en O la mateixa tangent, com devíem provar 
conforme a la segona part del lema. 

§ 36. COROL'LARI (Schroter). - D'aquest gran lema desprengué Schroter 
un gran corol'lari, importantíssim per a la demostració de la construcció de 
Steiner. Diu així: 
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La seeei6 (g¡) (secció de Schroter), és isogonal a les cinc seccions (q2), 
(qa), (p,¿), (Pa) i (a). Car per passar per M2 és isogonal a les tres seccions 
tangents (Xl) (x) (q2); per passar per Ma a les tres (Xl) (Xl!) (qa); per passar 
per B3 a les dues tangents (xa) (a); per passar per C2 a les dues tan
gents (X2) (a) i per passar per O als dos parells de seccions tangents (P2) (q2) 
i (Pa) (qa); comparant entre elles eixes isogonalitats, veiem que sempre n'hi 
ha dues amb una secció comú, sense que cap quedi sens altra amb què 
relacionar-la; queda doncs, provat, el corol·lari. 

DEMOSTRACIÓ DE LA CONSTRUCCIÓ DE STEINER, § 36. - Suposem, 
doncs, donades tres seccions planes qualsevulga (a), (b) i (e) damunt 
d'una quàdrica; i suposem trobades tres altres seccions de Malfatti (Xl), 
(x2 ), (Xa), tangents a si mateixes i als parells (b) (e), (a) (e) i (a) (b) respec
tivament. Sien Ml el punt de contacte de (xJ (xa), Mz de (Xl) (X3) i Ma de 
(Xl) (X2); i també Bl el punt de contacte de (Xl) (e) i CI de (Xl) (b); A2 el 
de (x2 ) (e) i O2 el de (xz) (a); A3 el de (xa) (b) i Ba el de (xa) (a). El punts M2 
i M3 són de contacte de (Xl) amb (x2 ) i (xs) respectivament; la n'cta, doncs, 
M2Ma passa pel vèrtex del con que conté (xz) i (xa) (Lema V, corol·lari 3.er

). 

També O2 i Bs són de contacte d'una mateixa secció (a) amb (Y2) i (x3 ) 

respectivament; també, doncs, la recta O2 B3 passa pel vèrtex del mateix 
con que conté. (xz) i (xa). M2Ms i 02B3 es tallaràn, doncs, en aqueix vèr
tex; els quatre punts M2 Ma O2 Bs estàn, doncs, en un mateix pla i per ells 
passa una secció (gl) isogonal a (x2 ) i (x3 ) i també a llurs tangents en els 
punts d'intersecció (Xl) i (a). Altra secció podríem traçar pel mateix proce
diment (g2) per Ml Ma Ol Aa isogonal a (Xl) i (xa) i també a llurs tangents 
(x2) i (b). Les seccions (gl) i (g2) es troben en les condicions assignades en 
el lema XI; ultra, doncs, el punt M3 tindràn un altre punt comú Os 
que pertany a la secció de potencia (P3) de (a) i (b); i en dit punt 03' 
(Pa) és tangent a una secció (qa) del feix (Xl) (xz) que passi per Oa. De la 
mateixa manera trobaríem que Ml M2 Bl A2 estàn en una secció plana (gs), 
isogonal a (Xl) (Xz) i també a (xa) i (e); (gl) i (ga) es tallen en M2 i en I1ltrc 
nou punt O2 de la secció de potencia (P2) de (a) i (e) i en dit punt 02' 
(P2) és tangent a la secció (q2) del feix (Xl) (X3) que passa per 02; (g2) i (ga) 
es tallen en Ml i en un nou punt Ol de la secció de potencia (PI) de (b) 
i (e) i en aquest punt O] (PI) és tangent a la secció (ql) del feix (xz) (x3 ) 

que passa per Ol. 
§ 37. -Les seccions (a), (b) i (e) pertanyen a una ret de còniques da

munt de la quàdrica, el centre de la qual és el punt d'intersecció R dels 
tres plans (a), (b) i (e). A aqueixa ret pertanyen les tres seccions (PI), (p;!) 
i (P3) de potencia dels parells (b) (e), (a) (e) i (a) (b), car hem vist en el 
lema II que les seccions de potencia pertanyen al feix que formen les sec
cions donades; (PI) és, doncs, del feix (b)(e), (P2) del feix (a) (e) i (P3) del 
feix (a) (b). Hem vist, a més, en el lema VII que els tres centres dels 
cons que passen per (b) (e), (a) (e) i (a) (b) estàn cn linia recta; els plans, 
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JUJlC';, Jc (Pi), (p~) i (Pa) que, pel' definició, són els polars de ditl:l ccutn:ll:S, 
passaràn per la recta polar de la dels centres, cosa que ens prova que (PI), 
(pz) i (Ps) pertanyen a un mateix feix de la ret R. En el feix (x.2 ) (x~) 
podem pendre lma secció (SI) que pertanyi també a la ret R, per la qual cosa 
és snficient fer passar un pla per Ri la tangcnt comú en Ml a (x2) i (x~); 

i de la mateixa manera podríem trobar les seccions (82) del feix (Xl) (Xa) i 
(S3) del feix (Xi) (Xz) i també de la ret R. Aqueixes tres seccions (Sl), (82) i (8s) 
pertanyen a un mateix feix, car llurs plans passen tots per R i pel punt X 
d'intersecció dels tres plans de (Xl)' (X2) i (xa)' puix aquest punt X pertany 
a les tres interseccions que són les tres tangents en Ml al parell (X2) (xa), 
en M2 al parell (Xl) (X3) i ert Ma al parell (Xl) (X2), per les quals tangent!'! 
precisament hem fet passar els plans de (Sl), (S2) i (.s3) respectivament. 

§ 38. - Segons el corol'lari del lema XI de Schroter (gl) és isogonal a 
les cinc seccions (q2)' (qa), (P2)' (Pa) i (a); podem afegir les (S2) i (sa) tan
gents respectivament a (q2) i (qa) en els dos punts M2 i M3 d'intersecció de 
les mateixes amb (gl)' Tenim, doncs, que (a), (pz)' (Pa), (82) i (sa) estàn 
en les condicions imposades en el lema VIII; segons ell, doncs, hi haurà un 
feix de seccions isogonals a totes cinc seccions (a), (P2), (Pa), (S2) i (S3)' 
Una secció, doncs, (fI) tangent a (a), (pz) i (P3) ho serà també a (S2) i (sa). 
Aiximateix trobaríem una secció (f2) tangent a (b), (Pi)' (Ps), (Sl) i (8a) i 
altra secció (fa) tangent a (e), (Pi)' (Pi), (Sl) i (82), Fàcilment es dedueix del 
qne hem dit la construcció de Steiner: 

Donades les seccions (a), (b) i (e), hom b1tsca les seccion~ de potencia 
(PI) de (b) (c), (pz) de (a) (c) i (Pa) de (a) (b) [la construcció la subministren 
els lemeR l i 11J; hom traça les tres seccions (fI) tangent a (a), (P2) i (P3), 
(f2) tangent a (b), (PI) i (Pa), (f 3) tangent a (c), (PI) i (P2) [les quals construc
cions ens les dóna el lema VII]; hom traça les seccions de la ret de (a) (b) (e), 
que siguin (Si) tangent a (fz) i (fa) com (Pi) i pertanyent al mateix con (f2) (fs) , 
(S2) tangent a (fi) i (fs) com (P2) i també pertanyent al mateix con (fi) (fa), i 
(sa) tangent a (fi) i (f2) com (Pa) i tarnbé pertanyent al rnateix con (fI) (f2). 
Les seccions (Xl) tangent a (b), (e), (S2) i (ss); (x2) tangent a (a), (e), (Sl) 
1; (Ra); (Xa) tangent a (a), (b), (Xl) i (x2) són les tres seccions de Malfatti 
que cerquem,. 

• 

" 
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NOTES BIBL10QRAFIQUES l ACLARACION~ 

1. - SOLUCIÓ TRIGONOMÈTRICA 

o:X2 + ~y2 + 2ÇXY =yt2f 

7.X2 + Y Z2 + 2'r,XZ = ~t2H 

~y2+yZ2+2fYZ=lXt2A . 

Llnr solució general és 

(40) 

~() t·2 --1' "'1"- . - . l' Z '>i "'1" -- OC = .. 

'Xy- 'fj2=B C; -~H=H 

.~y_~2=A ~'~-yS =7. 

x~= 2. t 2JZ + yKB) (H + v AL') = ~ (c>:~y- e'(lc + h/ Rf -'~yAr -ÇVAR) 
2 S+VBI' 2(/. 

y~=2.t2(S+V]3r)_(Z+YAB) =~(IX~y-e·~ç-evÈr+·~VAl'-ÇVAB) (41) 
2 H+VAr 20 

Z2 = 2. '(2 (H~ ~Ar) (~VBr~ = t
2 (IX~Y- ~'r¡C -~VBf-'~V Ae + Cv AB) 

2 Z+VAB 2y 

Si fem X t = x, y2 = y , Z2=Z, (/.= )i-a, ~ = p-b, y=p-c, ~ =.~ = 
1 

=c=- = 1' leR equacionR (40) eR transformarÍen en les equacions (3) , i 
'(2 

les (41) ens donaríeu expressions per al!'; radis dels cercles de Malfat, ci, que 
Tèdènat, havía, ja trobat Ri mplíficade!1 , 

FÓRMULES DE TÈDÈNAT 

0'= 1.. (r+1II2=-(p-b)) (rtl/l~-(p-(')) 
. , 2 r+ml-(p-'fI) 

. - -- \ 

nnJ = V (( p-n) (11-b)-r2) ((p-a) (p-I')-r2; 

1'1113= "1/((1) - (/) (p-(')-r2) ((p-b) (p-c)_),2) 
• 

ll8 
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\ 
r¡;:::;; \ r¡;=b Vp-c = 1' = 1, ~ = I~;" . 11 = / 1:'-...':. , ~= " t 2 = p 

P p }J 
lel:l ('<{\laci IU¡; (40) t> ¡;; 

transformen en les (4) , i lefl (41) cn donaríen l :< 

FÓRl\lULES DE ~1AU'.\.'fTI 

V(P - C) ab • 1(' - )" ., 
lli;; = = "V P - c ~ t 1"-

l' 

l fent en te:,; fÓI'Jllule::; de Tèdènat 

. l 
~="2 (r + IILl - {P -e)) 

o IJ Liu dríe m J Cf' 

1,~ 
~t:= -.-

I; 

l . = - (I" 
2 

l!"ÓIt~llJLES DE PAUCKER 

• ;;"1 
z=-e 

ç + /1 - /1 ) 

"~" I- C-~ + P- /¡ t\, 

I/'=C - ç - "I T P- (' 

• 
I¿= ; -" , 

( !a) 

( 44 ) 

~Ies entrc totos les expl'e '¡:iÍon ' la més :;cll",illa éH la de CI' ,Ue . 

.FÓRl\lULES DE ('RELLE 

( 1+t<l 7.) (l + t" (1) 
r I:> <1 '=' 4 

z= - " 
2 

l + tg ~ 
( 45) 

és en t Cf. , ~ , Y eb trcs H,llgle del triangle . 
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l entre totes les construccions la do Schellbach; fem en les equaoions (4) 

d'OH 

u=p sen2 q¡ 

p-a=p cos2 q¡ 

b=p seni X 

p-b=lJ Co>,2 X 

Les cquacioms (4) prenen la forma 

c=p sen2 1J¡ 

p-c=p cos2 4 

u+v +2 COI:! 4VUv=p l:;en24 ' 

1¿ + W + 2 cos X~ =p i:Scn2 y. 

o+w+ 2 cos q¡y vw=p sen2 q¡ 

(46) 

• 

Si posem q¡ + X+ 1J¡=26 les fórmules (43) de Malfatti es reduiríeu a 

1¿=P sen2 (6-q¡) v=p 8en2 (6-X) w=p l;e11
2 (6-4) (47) 

que són les fórmulc::; de Schellbach. 
Per les notes bibliogràfiques es pot consultar la llarga llista de la 

Memoria de Kurt Loeber. 
També pot veure's en aqueixa Memoria fórmules trigonomètriques per al 

cas del triangle esfèric. 

Il. - LES SOLUCIONS DEL PROBLEMA DE MALFAT'fI 

§ 1. - Si es considera el problema de Malfatti sota la condició que als 
tres cercles siguin interiors al triangle donat (la qual cosa es dedueix del 
primitiu enunciat), el problema admet una !:iola. solució, i aqueixa és sem
pre real. La disposició dels cercles és la que hem vist en les anteriors 
figures. 

Mes si solament posem la condició de l'enunciat general, el problema 
admet trentadues solucions. Per trobar-les és suficient considerar qualsevol 
dels quatre centres de cercles (inscrit o dels tres exinscrits), i en qualse
vol dels tres triangles que forma dit centre amb els tres vèrtexs podem 
considerar un cercle inscrit o exim;crit dels quatre que hi ha. En altre dels 
tres :triangles sempre pot trobar- e dos cercles que per a satisfer el segón 
lema d'Hart siguin vistos del vèrtex comú (a més del centre del cercle ins
crit) sota el mateix angle,' i en el tercer triangle trobarem un sol cercle que 
sigui vist dels vèrtexs corresponents sota el mateix angle que els dos ja 
traçats. 

Per donar un quadre siaòptic d'aqueixes trentadues solucions, anome
narem O, O.A" OB i Oc els quatre centres dels cercles inscrit o exinscrits en 
el triangle ABC; i (O A B) representarà el cercle en el triangle O AB 
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i (O A B) ['eximlcl'it en el mateix .triangle oposat al vèrtex A, i així amb 
els altres. Segons el principi establert. tro barem vuit solucions amb cada 
centre O; i els cercles (al), (bl), (el) que'ns sCl'yil'àn pel' traçar-les, podràn 
escollir-se d'aquestes ti'entadues formes, quc'ns donen les solucions (fig, 4.a): 

o (O 13 C) (OAU) (O A 13) I figura, 

(O B <') (OAC) (OAB) II ,) 

(O BO) (O AO) (OAB) III ,) 

(OBO) (OA O) (O AB) IV ,) 

(OBO) (OAO) (OAB) II ,) 

(OBO) (O AC) (OAB) IV » 

(OBC) (O AC) (OAB) II » 

(OBC) (OAC) (O AB) IV » 

Eni aquestes vuit solucions corresponent el centrc del cercle inscrit O, 
ela cercles de Malfatti són interiors als angles del triangle, segons es veu 
en les quatre primeres dispDsicions. 

Si prenem el centre OA trobarem les vuit solucions (fig. 4 uis): 

0;\ (O AB O) (O.\. A e) (OAAB) V figmH, 

(OAB U) (OAAC) (OA AB) VI » 

(OAB o) (OAA C) (OAAB) VII » 

(OAB o) (OAA C') (OAAB) VIII » 

(OAB O) (OAA C') (OAAB) IX » 
(OAB O) (OAAC) (OAAJ3) X » 
(O,\B e) (OAA e) (OAAB) IX » 

(0'\ B r) (OAAC') (O A n) X » 

i anàlogues disposicions trouarícm pel' OB i Oc; i en totes elles els cercles de 
l\'lalfatti corresponents es troben en l'interior de l'angle A del que s'hagi 
pres la bisectriu interior O A A o en l'oposat pel vèrtex, i en l'exterior, o 
sigui en els suplementaris dels angles 13 i C dels que s'hagin pres les bisec
trius exteriors OA 13 i OA C. 

La disposició l é" triplement simètrica i per això no'ns dóna més que 
una solució, i igualment la disposició III. Les 11, IV, V, VI, VII i VIII 
són simplement simètriques i ens donen tres solucions cada una. Les IX 
i X són asimètriques i per això cada una ens dóna Hi" solucions. Així s'ob
tenen les trentadues solucions, sempre reals totes. 

En el cas del triangle esfèric les solucions sc duphquen pel' les mètri
ques respecte el centre de l'esfera i resulten, doncs seixantaquatre, tote::; 
també reals, com veurem per un anàlisi idèntic a l'establert per al triangle 
rectilini. Això ens donaría per medi d'una projecció estereogràfica seixanta
quatre solucionR també reals per al cas de tres cercles en el pla que tin-
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guessin ull centre radical interior. P(J:rò si el centre radical és òxterior les 
solucions poden fer"se imaginaries; l'estudi d'aquesta discussió es troba en 
moltes memorics i no té res de particularment interessant. Fent un altra 
pr0jecció damunt una esfera o d'una quàdriea trobaríem seixantaquatre 
solucions per al problema més gener~lisat, Se11lpl'e reals si el centre radical 
de les tres seccions és interior a la 8,l1perficie (que ha d'ésser per aquest 
cas no-reglada), però molt difícil de discutir en els altres casos. 

L'escritor del seminari de Strasbourg, Andreas Pampl1ch, entre altres, 
é::; cl que més ha estudiat aqueixes sol Icions i generalisacions ja determinades 
per Steiner. Hom pot trobar notes bibliogràfiques completes en la ja citada 
memoria de Loeber. 

§ 2. - També determinà Steiner les quarant:1Vuit solucions del pro
blema degradat, o sia quan un dels cc stats del triangle és la tangent comú 
interior de dos dels cercles dc Malfatti que cerquem. Ja hem donat en el 
§ 13 el mètode general; i discutint 12L solució tr~barem que podem pendre 
qualsevulga de les sis bisectrius (interiors o exteriors) del triangle donat, i 
en un dels dos triangles en qnè aqueixa bisectriu divideix el primitiu 
podem considerar qualsevol dcl' cercles inscrits o €xinscrits; en l'altre tri
angle sempre hi haurà un i sol un cercle inscrit o exinsC'rit que cumpleixi 
la condició d'él'ser vist del mateix angle que l'anterior del vèrtex de la 
bi 'ectriu que hem pres tenint el costat oposat com a tangent comú interior. 
Això ens donaría vintiquatre solucions, si cadaún dels parells de cercles 
no cns donés dues cn lloc d'una qu ', solament obteníem en el cas veri
table; així és que'l problema admet les quarantavuit solucions de Steiner. 
Mes no totes deuen ésser reals; algUlnes poden ésser impossibles de cons
truir. 

Per classificar-lcl:i con::;iderem la bi ectriu interior A A' (i la mateixa CO~è1 
faríem amb BB' i CC') i tracem cercle. inscrits (e) i (b) en els trianglC's AA' B 
i A A' C, f'egons la notació adoptada ~:m el paragraf anterior (fig. 5.U) • 

AA' (A .-\.' B) 

(A A' B) 
(AA' B) 
(A A' B) 

(.4. A' C) \ 
(A A' C) J 
(A ~' C) \ 
(A A' C) J 

• 

I i II ligures. 

(poden és 'er imaginaries). 

Si prenem la bi~ectriu exteriur l A" obtindr~m altre::; vuit solucions; 
llurs cercles auxiliars poden ésser es ollit de quatre formes, a cadauna de 
les quals corresponen dues solucions (fig. 5.a bis). 

AA" (AA" 13) (A A" e) III i IV figure ... 
(AA"B) (A A" G) V i VI » 

(A A" 13) ( •. A"C') III i IV • 
(A A" B) (A A" C) V i VI » 

, 
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S 3. - La diHCWÚó deL problema. (legradal lIll(' propu;;àwm en t'I § 14 Ó .. 

molt senúlla, Podrem pendre damunt d'ull qualRr\ oL co;;tnt. AB d<'1 triau
gle qualsevol dels quatre punts de contacte amb el;; rer('le< in;;crits i e.'
inscrits, i cada punt d'aqueixos em; d6na dueR ,olllcion. del problema que 
en conté per tal ra6 \' intiquatre. Sis són le, figure!' que poden format'-Re: leR 
dues primereR si es pren el punt de contacte del cercle inscrit; ks cllles 
"egunes Ri el deL cPl'cle cxin¡.;crit opo 'at al vèrtex que formen ICH due" ta.n
gents de contacte delR cercles de ~lalfatti que pn'nem rom cORtat:.: del tt'i
n,ngle; i leR ducs tercere!' ;;i qualscyol delR altrCR dml xin!'critR,~" c\ll'iú;; 
observar com també en aque::;t cas, l'ésser el punt de contacte auxiliar de 
rercle, inscrit o exin!'crit implica qne els corcle!' de ~ralfatti tinguin llur 
centre cn la bisectriu interior o exterior dr l'angle c{tl'l'er,ponent (fig. 6.a). 

En aquest caR veiem que la meitat dc leR solucionA (que Hón Aempre 
totes reab) són de ternes de cercIes de Malfatti, formades p r un c('l'el(\ 
tangent interiorment a altrel' dos tangents entre ell!' exteriorment. Tal 
figura és impossible quc's pre enti pel cas propi i el degen erat del paragra.f 
a.nterior, car fóra un triangle imaginari. 

Anàlogues observacioml podríen fer-se amb triangleH eRfèricH. 
§ 4.-No cal ocupar-Re del caR d'ésl'ler le!' tres tangentH de con tac t<. 

dels cercles de Malfatti elR co. tats del triangle, puix leR tres rectes formen 
un feix i no un triangle, i no podrà trobar-o e cap .olució en el cas d'un 
triangle propi, 

--------
• 

'l'al éH l'el';tudi 4ue hom fet d'aqueix curio.-L'5sim problema. No Holament 
. ell; mètodes han eRtat ohjecte de treball. de totc!' meneR, mes encara l'hi::;

tori a d'ell ha omplert yaries pàgines de revi , tes tècniqn , de primer ordre. 
Le deduccions que'. poden treure de la figura de l\Talfatti s6n variadí si
liles, i manca que no sigui un problema capital i fecund en idees: 'ha de 
confessar que és un elltreteniment agradable, una joguina matemàtica. 

ENRIC DE RAFAEJ, VERHUJ,ST , S. J. 

Col'lpgi de S. I(Jna8i, S(l1'rúè. - Gme?' 1916 . 
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